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Abstract
La fixation de jauge est de´finie comme l’ope´ration permettant d’exprimer une inte´grale
sur un espace d’orbite comme inte´grale sur le fibre´ principal correspondant. Quand la fibre
est non compacte cette ope´ration met en jeu une classe de cohomologie a` support compact
-ou a` de´croissance rapide- de celle-ci. La syme´trie de Slavnov est l’expression alge´brique de
l’ambiguite´ de cette construction.
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1 Inte´gration de certaines classes
de cohomologie e´quivariantes∗
La fixation de jauge est l’un des de´tails techniques ine´vitables qui embarrasse le paysage des
the´ories de jauge. Sa ne´cessite´ est duˆe a` la non compacite´ du groupe de jauge. La situation est
la suivante : soit A un fibre´ principal de fibre G, un groupe de Lie connexe non compact. On
supposera A non trivial, en ge´ne´ral. Par exemple, A sera l’espace des connexions principales
a sur un fibre´ principal P (M,G) ou`M est une varie´te´ compacte, G un groupe de Lie compact,
et ou` G est le groupe de jauge de ce fibre´ de´fini de sorte que A soit un fibre´ principal. Les
difficulte´s lie´es a` la dimension infinie sont rappele´es dans l’appendice B.
Soit Θ un repre´sentatif d’une classe de cohomologie e´quivariante de A de dimension |A/G|
et Θ˜ la forme basique obtenue en choississant une connexion ω˜ sur A, de courbure Ω˜. De fac¸on
ge´ne´rale, soit Θ˜ une forme basique sur A, de dimension |A/G|. On cherche une repre´sentation
inte´grale sur A de l’inte´grale
∫
A/G Θ˜, ou`, par abus de notation, on a confondu Θ˜ avec la
forme qu’elle de´finit sur A/G. Dans le cas des the´ories de jauge, on part d’une forme Θ
G invariante sur A, de degre´ maximum et on construit la forme de Ruelle Sullivan Θ˜RS [1]
associe´e a` une forme volume invariante sur Lie G, de´finie a` un scalaire multiplicatif positif
pre`s (cf. paragraphe 2). Pour exprimer l’inte´grale sur A/G, on peut choisir, en supposant
A/G paracompacte un recouvrement {Ui, i ∈ I} localement fini et une partition de l’unite´
{θi(a˙i), i ∈ I} ou` {a˙i} de´signe un choix de coordonne´es dans l’ouvert Ui, ainsi que des sections
locales σi au dessus des Ui, repre´sente´es par des e´quations locales gi(ai) = 0 ou` les ai sont des
coordonne´es locales de A au dessus de Ui. On peut alors e´crire∫
A/G
Θ˜ =
∑
i∈I
∫
A/G
θi(a˙)Θ˜)
∫
fibre
δ(gi)(∧δgi) (1.1)
ou` on a inse´re´ l’inte´grale sur la fibre d’un repre´sentatif du dual de Poincare´ de l’image
∑
i de
σi, au dessus de Ui. δ de´note la diffe´rentielle sur A. Les gi sont des fonctions a` valeur dans un
espace vectoriel de dimension |G| e´gale a` la dimension de G, et δ(gi)(∧δgi) est par construction
inde´pendant du choix d’une base dans cet espace.
Comme Θ˜ est de degre´ maximum, on peut restreindre ∧δgi a` la fibre en utilisant une
connexion ω˜ arbitraire sur A en e´crivant
δgi =
δgi
δai
δai =
δgi
δai
(ψ˜i + ℓ(ω˜)ai) (1.2)
ou` ψ˜i est la partie horizontale de δai pour la connexion ω˜, ℓ(ω˜) de´signe la de´rive´e de Lie le
long du champ de vecteur fondamental correspondant a` l’e´le´ment ω˜ de Lie G. La restriction a`
la fibre consiste a` oublier ψ˜i, autrement dit a` travailler modulo l’ide´al diffe´rentiel I
+
h engendre´
par les formes horizontales. Du meˆme coup le choix de ω˜ n’importe pas, la diffe´rence de deux
connexions e´tant horizontale. Introduisant une ”fonction δ fermionique” au moyen d’une
inte´gration de Berezin, on peut re´crire∫
A/G
Θ˜ =
∫
a
∫
DωΘ˜(∧ω˜)γ(a, ω) (1.3)
∗Les notions relatives a` l’e´quivariance sont rappele´es dans l’appendice A
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avec
γ(a, ω) =
∑
i
θi(a˙)δ(gi) ∧miω (1.4)
ou`
miω =
δgi
δai
ℓ(ω)ai (1.5)
γ(a, ω) repre´sente la projection sur la fibre de la forme
γ(a, ω˜) =
∑
i
θi(a˙)δ(gi) ∧miω˜ (1.6)
inde´pendamment du choix de ω˜.
Les volumes utilise´s dans Dω et dans ∧ω˜ sont duaux l’un de l’autre.
Par construction, γ(a, ω˜) est de degre´ |G| puisque, les sections Σi e´tant transverses aux
fibres, les ope´rateurs mi sont inversibles. De plus, inde´pendamment de la fibre∫
fibre
γ(a, ω˜) = 1 (1.7)
On peut prendre γ a` support compact ou a` de´croissance rapide le long des fibres.
Il est clair que, dans le calcul pre´ce´dent, on aurait pu remplacer γ par une forme de
(fixation de) jauge avec les proprie´te´s suivantes: γ repre´sente la projection sur la fibre d’une
forme de degre´ |G| d’inte´grale sur la fibre e´gale a` 1 quelque soit la fibre. Il s’ensuit que si
s de´note la diffe´rentielle induite par projection sur la fibre (Ω∗(A) → Ω∗(A)/I+h ), ou` I
+
h est
l’ide´al engendre´ par les formes horizontales de degre´ strictement positif)
sω = −
1
2
[ω, ω]
sa = ℓ(ω)a (1.8)
on reconnaˆıt ici la partie ge´ome´trique de la syme´trie de Slavnov[2] qui, ainsi qu’on le voit est
ge´ome´triquement naturelle.
La diffe´rentielle s est bien la projection sur la fibre de l’ope´ration stop de´rive´e de la
diffe´rentielle de l’alge`bre de Weyl et de celle lie´e a` l’action de G sur A (cf. Appendice A)
stopω˜ = Ω˜− 12 [ω˜, ω˜] s
topa = ψ˜ + ℓ(ω˜)a
stopΩ˜ = −[ω˜, Ω˜] stopψ˜ = −ℓ(Ω˜)a− ℓ(ω˜)ψ˜
(1.9)
puisque ψ˜, Ω˜, [ω˜, Ω˜], ℓ(ω˜)ψ˜ appartiennent a` I+h .
Comme γ est de degre´ maximum on a trivialement
sγ(a, ω) = 0 (1.10)
De plus, comme γ repre´sente une classe de cohomologie a` support compact (ou a` de´croissance
rapide) de G (qu’on a suppose´ connexe), γ est de´fini a` un cobord pre`s :
γ → γ + sχ (1.11)
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ou` χ est la projection sur la fibre d’une forme a` support compact ou a` de´croissance rapide.
Si G e´tait compact, on pourrait choisir γ = 1 (la jauge unitaire des physiciens), mais dans
le cas non compact ce choix est impossible.
Remarque
La construction ci-dessus, qui pre´conise l’inte´gration sur la fibre comme elle est esquisse´e
dans le livre de J. Zinn Justin[3], fournit une alternative a` la me´thode initiale de Faddeev et
Popov[4] base´e sur la factorisation du volume du groupe de jauge qui n’est pas adapte´e au cas
d’un groupe G non compact, meˆme en dimension finie.
L’espace des formes de jauge est non vide, par construction, convexe. Reste a` construire
des formes de jauge ”commodes” et respectant la ge´ome´trie. A ce point, faute de mieux, on
conjecture l’existence de formes de jauge du type
∫
Dω¯Db es(ω¯g(a,a˙)+iω¯ϕ(b,a˙)) (1.12)
ou` l’ope´ration s est e´tendue aux variables d’inte´gration selon
sω¯ = ib
sb = 0, (1.13)
ou` g(a, a˙) est une fonction A jauge telle que m(a, a˙) est partout inversible, et ou` bϕ(b, a˙)
est positive croissante a` l’infini. Si cette classe de formes de jauge est non vide, elle conduit
vraisemblablement a` des choix de jauge non renormalisables et ou non locaux, a` moins qu’on
ne re´ussisse a` simuler les effets non locaux au moyen de l’introduction de champs locaux
auxiliaires.
2 Le cas des the´ories de jauge
On se donne sur A une forme Θ G invariante de degre´ maximum. Si on se donne une forme
volume µ invariante sur G, il lui correspond une forme volume duale sur Lie G µ˜. On de´finit
ΘRS = i(µ˜)Θ (2.1)
ou` le symbole de contraction i(µ˜) est de´fini en repre´sentant Lie G par les champs de vecteur
fondamentaux approprie´s. L’invariance de Θ assure que ΘRS est ferme´e, et, ΘRS est horizon-
tale, par construction. On se rame`ne ainsi au proble`me de´crit dans le paragraphe 1 avec
Θ˜RS ∧ ω˜ = Θ. (2.2)
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Appendice A
On rappelle la terminologie classique relative a` la cohomologie e´quivariante.
Soit M une varie´te´ sur laquelle ope`re un groupe de Lie connexe G d’alge`bre de Lie Lie G
repre´sente´e par des champs de vecteurs sur M :
λ ∈ Lie G → λ ∈ V ect M (A.1)
tels que le crochet de Lie G soit repre´sente´ par le crochet de Lie de Vect M .
Soit Ω∗(M) l’alge`bre des formes exte´rieures sur M munie de la diffe´rentielle dM .
On de´finit sur Ω∗(M)
iM (λ) = iM(λ) (A.2)
le produit inte´rieur par λ ∈ V ect M
ℓM(λ) = ℓM(λ) = [iM(λ), dM ] (A.3)
la de´rive´e de Lie le long de λ.
Les formes horizontales ωh sont celles pour lesquelles
iM (λ)ωh = 0 ∀λ ∈ Lie G (A.4)
Les formes invariantes ωinv sont celles pour lesquelles
ℓM(λ)ωinv = 0 ∀λ ∈ Lie G (A.5)
Les formes qui sont a` la fois horizontales et invariantes sont appele´es basiques. La coho-
mologie basique de M est la cohomologie des formes basiques pour la diffe´rentielle dM . Ces
notions se ge´ne´ralisent a` toute alge`bre diffe´rentielle gradue´e commutative (E, dE) avec une
action de Lie G : iE(λ), de´rivation gradue´e de degre´ −1, ℓE(λ) = [iE(λ), dE]+ telles que
[iE(λ), iE(λ
′)] = 0
[ℓE(λ), iE(λ
′)] = iE([λ, λ
′]) (A.6)
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Par exemple, l’alge`bre de Weil de Lie G W(G) est de´finit au moyen des ge´ne´rateurs ω,Ω a`
valeur dans Lie G, de degre´s respectifs 1 et 2 avec les e´quations de structure
dWω = Ω−
1
2
[ω, ω]
dWΩ = −[ω,Ω]
iW (λ)ω = λ iW (λ)Ω = 0 (A.7)
La cohomologie e´quivariante de M est la cohomologie basique de Ω∗(M) ⊗W(G) munie
de la diffe´rentielle dM + dW et de l’action iM(λ) + iW (λ).
Appendice B
Nous rappellerons brie`vement quelques-unes des difficulte´s bien connues que l’on rencontre en
dimension infinie par exemple dans le cas des the´ories de jauge a` la Yang Mills. Le point de
de´part, c’est-a`-dire la forme invariante sur A
Θ = e−Sinv(a)Da (B.1)
n’existe pas pour la meˆme raison que la mesure de Haar sur le groupe de jauge n’existe
pas. La forme de Ruelle Sullivan a des chances d’exister, modulo les proble`mes ultraviolets
que, pre´cise´ment, on ne sait pas re´gler sur l’espace des orbites, mais on n’en a pas de forme
explicite. Le point de de´part est donc remplace´ par une classe d’e´quivalence dont l’unicite´
n’est pas garantie. Il est concevable qu’il en re´sulte l’unicite´ pour les observables locales
mais pas pour des ”observables a` l’infini”. Il ne reste plus qu’a` donner un sens a` des formes
diffe´rentielles de dimension infinies et a` leurs inte´grales qui font apparaˆıtre les comportements
ultraviolets usuels qu’on ne sait maˆıtriser que graˆce a` la localite´ dans l’espace des champs.
Quant a` leur existence, base´e sur l’existence de partitions de l’unite´ sur A/G, il faut se rappeler
que ce dernier espace n’est me´trique que pour la topologie L2 [5]. Le proble`me de re´concilier
des fixations de jauge ge´ome´triquement licites avec la localite´ de la the´orie des champs reste
donc ouvert.
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